Calka nieoznaczona - calkowanie wybranych funkcji
trygonometrycznych

Ponizej omowione zostang niektore typy catek funkcji trygonometrycznych.

L

IL.

Do pierwszego typu zaliczymy calki, ktére mozna sprowadzi¢ do wzoréw (lub metod)
podstawowych poprzez zastosowanie réznych tozsamosci trygonometrycznych. Jako ilustracje
podamy przyktad calki, przy obliczaniu ktorej skorzystamy z jednego z nastgpujgcych wzorow:

sinacos 3 = %[Sin(& + ) +sin(a - B)],
sinasin 3 = %[cos(a —B)—cos(a+03)],

cosacos 3 = %[cos(oz + )+ cos(a — 3)].

Przyklad. Obliczy¢ catke

fcos 4xcos2xdx.
Rozwiazanie. Tu skorzystamy najpierw z trzeciego z podanych wyzej wzorow

fcos 4xcos2xdx = %f(cos 6x + cos2x)dx = %fcos 6xdx + %fcos 2xdXx.

Obie otrzymane calki mozemy obliczy¢ przez odpowiednie podstawienia, ewentualnie skorzystac z
gotowego wzoru (16). Otrzymujemy

fcos4xcos2xdx:ésin6x+%sin2x+ C.

Calki postaci: f sin” xdx , f cos” xdx (n — liczba naturalna).

Tego tupu catki mozna obliczy¢ korzystajac z nastepujgcych wzordw:

. 1. -1 pr.
(22) fsm" xdx = ——sin"" xcosx + 2 fsm”_2 xdx ,
n n
n 1 . n—l1 n— 1 n—2
(23) fcos xdx =—sinxcos" x+ fcos xdx .
n n

Przyklad. Obliczy¢ catke

3
fcos xdx ,

Rozwigzanie.
3 1 . 2 2 1 . ) 2 .
fcos xdngsmxcos x—i-gfcosxdx :§smxcos x—i-gsmijC.

Uwaga. W przypadku, gdy n jest liczbg nieparzystg, catki omawianego typu mozna réwniez
obliczy¢ przez podstawienie. W tym celu z funkcji podcatkowej wydzielamy pojedynczy czynnik
(sinx lub cosx), a to co zostalo po wydzieleniu przeksztalcamy wykorzystujgc jedynke
trygonometryczng. Nastgpnie wykonujemy odpowiednie podstawienie. Dla naszego przyktadu
wygladatoby to nastepujaco:



sinx =t

fcos3 xdx = fcosz Xxcosxdx = f(l —sin’ x)cos xdx =
cos xdx = dt

:f(l—tz)dt:t—éf—|—C:sinx—%sin3x+C.

III. Catki postaci f sin” xcos” xdx (m i n — liczby naturalne).

Mozna wyr6zni¢ tutaj dwa przypadki:
1. Liczba m lub n jest nieparzysta.

W tym przypadku postepujemy analogicznie, jak to zostalo opisane wuwadze do
poprzedniego przyktadu. Oczywiscie wydzielenia dokonujemy z nieparzystej potegi (jezeli
obie potegi sa nieparzyste, to lepiej znizszej wydzieli¢c odpowiedni czynnik), a to co
pozostanie po wydzieleniu przeksztalcamy korzystajac z jedynki trygonometrycznej. Po takich
przeksztatceniach funkcji podcatkowej stosujemy metode catkowania przez podstawienie.

Przyklad. Obliczy¢ catke
fsin6 xcos> xdx .

Rozwigzanie.

sinx =t

fsin6 xcos® xdx = fsin6 xcos? xcos xdx = fsin6 x(1—sin? x) cos xdx =

cosxdx = dt

:ft6(1—t2)dt:f(t6—tg)dt:lﬂ L re=tanx—Lanoxtc.
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2. Liczby m i n sgparzyste.

W tym przypadku do jednego z czynnikow (dla skrocenia obliczen lepiej wziaé ten z nizsza
potega) stosujemy wzoér na jedynke trygonometryczng, a nastgpnie wyjsciowag catke
przeksztatcamy w taki sposob, aby otrzymac¢ sume¢ pewne;j ilosci catek typu II.

Przyklad. Obliczy¢ catke
fcos4 xsin” xdx .
Rozwiazanie.
fcos4 xsin® xdx = fcos4 x(1—cos? x)dx = fcos4 xdx — fcos° xdx .

Do obu catek bedziemy stosowaé¢ wzor (23), aby jednak zapis byt bardziej przejrzysty

zaczniemy od catki f cos” xdx , ktora wykorzystamy do obliczenia catki f cos* xdx, a ta

z kolei bedzie nam potrzebna do obliczenia catki f cos® xdx :
) 1. 1 1. 1

fcos Xdx = —sinxcosx —I——fdx =—sinxcosx+—x+C,
2 2 2 2

fcos4 xdxz%sinxcofx—k%fcosz dx:isinxcofx—i—%sinxcosx—f-%x—i—C,



fc056 xdx = %Sinxcos5 X —|—§fcos4 dx =

1 . 5 5 . 3 5 . 5
=—sinxcos’ x +—sinxcos” x +—sinxcosx+—x—+C.
6 24 16 16

Ostatecznie otrzymujemy

fcos4xsin2 xabc:fcos4 xabc—fcos6 xdx =
1. 3 3. 3 1 . 5 5 . 3
=—SINXCOS” X +—SINXCOSX +—X——SINXCOS” X ———SINXCOS” X —
4 8 8 6 24
5 . 5 1 . 5 | 3
——sinxcosx——x+ C =——sinxcos” x +—sIinxcos” x +
16 16 6 24

1 . 1
+—sinxcosx+—x+C.
16 16
Oczywiscie mozna byto rowniez wyzsza potege przeksztalci¢ z jedynki trygonometryczne;j:
2
fcos4 xsin® xdx = f(cos2 x) sin® xdx = f(l —sin?)*sin® xdx =
= f(l — 2sin® x +sin* x)sin® xdx :f sin? xdx — Zf sin® xdx + fsin6 xdx .

Do obliczenia otrzymanych calek wykorzystujemy tym razem wzor (22). Dalsze obliczenia
pozostawimy Czytelnikowi.

IV. Calki postaci f R(sinx,cosx)dx , gdzie symbol R(sinx,cosx) oznacza funkcje wymierng
wzgledem sinx i cosx.

Calke tego typy obliczamy sprowadzajac ja do catki funkcji wymiernej poprzez podstawienie:

1
tgax:t , —T<X<T.

Stad x = 2arctgx idalej dx= det .
1+4¢

Dodatkowo korzystamy jeszcze z nast¢pujgcych zaleznosci:

1 1
2tg5x 2 1-tg Ex 1— 2

sinx = T

Y 1
1+tg® —x 14+tg® —x
g5 g5

Przyklad. Obliczy¢ caiki:

2) f dx , b) f.Z—i—smx dx
2+cosx sinx(1+ cosx)



Rozwigzanie.
1
tgzx:t 2
_ 42 2
a) f d x = 2arctgt cosx:l t2 = L+1 >dt =
2+ cosx , +t 2+1—t
dx = 2a’z‘ 1+¢°
1+t
2
2 2 144 dt
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Zadania do samodzielnego rozwigzania

Obliczy¢ calki:

94. fsiansinSxdx,
96. fsin2 xdx ,

98. fsin3 xdx ,

100. [ sin* xax,

102. fsin3 xcos® xdx ,

+C.

t lx
g2

95. fsin3x0052xdx,
97. fcos2 xdx ,
99. fcos5 xdx ,
101. fsin3 xcos® xdx ,

103. fsin4xcos2 xdx ,



104.

106.

108.

110.

J
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dx
. b
sin x

5+4cosx

3cosx+s1nx+1

3+251nx

105.

107.

109.

111.

f dx
cos3x’
fs1nx+cosx
fcosx+51nx+1

(3 +sin x) COSX
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